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Аннотация. Предложены новые методы решения задачи об асимптотическом
поведении траекторий управляемых объектов, описываемых функционально-
дифференциальными включениями как с выпуклозначными правыми частями,
так и с правыми частями, не обладающими свойством выпуклости значений. В
качестве основного инструмента исследования рассматриваемой задачи исполь-
зован метод интегральных направляющих потенциалов. Применение указанного
метода позволяет установить оценки норм траекторий рассматриваемых объек-
тов на вещественной полуоси.
Ключевые слова: функционально-дифференциальное включение; асимптотиче-
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Введение

Основные идеи метода направляющих функций были сформулированы М.А. Крас-
носельским и А.И. Перовым еще в середине XX века (см. [1, 2]). Будучи геометриче-
ски наглядным, этот метод первоначально применялся к изучению периодических и
ограниченных решений обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например,
[3-5]). Позже этот метод был распространен на случай дифференциальных включе-
ний (см., например, [6, 7]), функционально-дифференциальных уравнений и включений
(см. [8, 9]) и другие объекты (см., например, [10-13]). Как известно, дифференциальные
включения – достаточно удобный математический аппарат, описывающий нелинейные
управляемые системы с обратной связью, системы автоматического регулирования, си-
стемы с разрывными и импульсными характеристиками и другие объекты современной
инженерии, механики, физики (см., например, [14-18]). Сфера применения метода на-
правляющих функций была расширена на изучение качественного поведения и бифур-
кации решений (см., например, [19-27]), асимптотики решений (см., например, [28-32]).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проекты
№№ 17-51-52022, 16-01-00370, 16-01-00386).
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Эти и другие аспекты метода направляющих функций и его приложений, а также до-
полнительную библиографию, можно найти в недавно вышедшей монографии [23].

В настоящей работе определяется интегральный направляющий потенциал для
функционально-дифференциальных включений и с его помощью исследуется задача
об асимптотическом поведении решений рассматриваемого класса включений. Этот тип
поведения решений для случая дифференциальных уравнений тесно связан с существо-
ванием гетероклинических и гомоклинических решений (см., например, [33-34]).

В работе сначала предполагается, что правая часть включения является много-
значным отображением, имеющим выпуклые компактные значения, удовлетворяющим
верхним условиям Каратеодори и условию подлинейного роста. В силу специфики объ-
екта в качестве основного инструмента исследования рассматриваемой задачи использу-
ется модифицированный метод классических направляющих функций. А именно, метод
интегральных направляющих потенциалов вдоль заданной функции.

Затем показано, что рассматриваемый метод оказывается эффективен и в случае,
когда правая часть не обладает свойством выпуклости значений и является нормаль-
ным мультиотображением с компактными значениями. Заметим, что класс нормальных
мультиотображений достаточно обширен. В него входят, например, ограниченные почти
полунепрерывные снизу мультиотображения с компактными значениями.

1. Основные определения и обозначения.

В дальнейшем используются известные понятия и терминология из теории много-
значных отображений (мультиотображений) (см., например, [6, 7, 14, 16, 35]). Напомним
некоторые из них.

Пусть (X, dX) и (Y, dY ) — метрические пространства. Символами P (Y ), C(Y ),

K(Y ) обозначаются совокупности всех, соответственно, непустых, замкнутых или ком-
пактных подмножеств пространства Y. Если Y — нормированное пространство, то
символом Kv(Y ) обозначается совокупность всех непустых выпуклых компактных под-
множеств пространства Y.

О п р е д е л е н и е 1.1. Мультиотображение F : X → P (Y ) называется полуне-
прерывным сверху (пн. св.) в точке x0 ∈ X, если для каждого открытого множества
V ⊂ Y такого, что F (x0) ⊂ V найдется δ > 0 такое, что из того, что dX(x0, x) < δ

следует, что F (x) ⊂ V .
Мультиотображение F : X → P (Y ) называется пн. св., если оно пн. св. в каждой

точке x ∈ X.

О п р е д е л е н и е 1.2. Мультиотображение F : X → P (Y ) называется полуне-
прерывным снизу (пн. сн.) в точке x0 ∈ X, если для любого открытого множества
V ⊂ Y такого, что F (x0) ∩ V ̸= ∅, существует окрестность U(x0) точки x0 такая, что
F (x′) ∩ V ̸= ∅ для любого x′ ∈ U(x0).

Мультиотображение F : X → P (Y ) называется пн. сн., если оно пн. сн. в каждой
точке x ∈ X.

Пусть I — замкнутое подмножество R, снабженное мерой Лебега.
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О п р е д е л е н и е 1.3. Мультиотображение F : I×X → K(Y ) называется почти
пн. сн., если существует последовательность непересекающихся компактных множеств
{In} , In ⊆ I, таких, что

(i) µ(I \
∪
n

In) = 0, где µ – мера Лебега;

(ii) сужение F на каждое множество Jn = In × X является пн. сн. мультиотоб-
ражением.

Мультиотображение будем называть мультифункцией, если оно определено на под-
множестве числовой прямой.

О п р е д е л е н и е 1.4. Мультифункция F : I → K(Y ) называется измеримой,
если для любого открытого подмножества W ⊂ Y его прообраз

F−1(W ) = {t ∈ I : F (t) ⊂W}

является измеримым подмножеством I .

З а м е ч а н и е 1.1. Согласно классической теореме Куратовского – Рылль-Нард-
зевского, всякая измеримая мультифункция F : I → K(Y ) обладает измеримым сече-
нием, то есть существует такая измеримая функция f : I → Y, что f(t) ∈ F (t) почти
для всех (п.в.) t ∈ I.

Для h > 0 обозначим символом C пространство C([−h, 0];Rn) непрерывных функ-
ций x : [−h, 0] → Rn с нормой ∥x∥ = sup

t∈[−h,0]
∥x(t)∥ . Для данной функции ψ ∈ C,

символом Dψ обозначается множество всех непрерывных функций x : [−h,+∞) → Rn

таких, что x(t) = ψ(t), t ∈ [−h, 0] и сужение x на R+ = [0,+∞) является абсолютно
непрерывной функцией.

Для функции x ∈ Dψ и t ≥ 0 символом xt ∈ C обозначается функция, заданная
как xt(θ) = x(t+ θ) , θ ∈ [−h, 0] .

О п р е д е л е н и е 1.5. Мультиотображение F : R+ × C → K(Rn) удовлетворяет
верхним (нижним) условиям Каратеодори, если:

F1∞) для каждой функции φ ∈ C мультифункция F (·, φ) : R+ → K(Rn) допускает
измеримое сечение;

F2∞) почти для всех фиксированных t ∈ R+ мультиотображение F (t, ·) : C → K(Rn)

пн. св. (пн. сн.).

Если мультиотображение F : R+ × C → K(Rn) удовлетворяет и верхним и нижним
условиям Каратеодори, то будем говорить, что оно удовлетворяет условиям Каратео-
дори.

З а м е ч а н и е 1.2. Для выполнения условия (F1∞) достаточно, чтобы мульти-
функция F (·, φ) была измерима для каждого φ ∈ C.

О п р е д е л е н и е 1.6. Мультиотображение F : R+ × C → K(Rn) удовлетворяет
условию подлинейного роста, если
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F3∞) существует положительная суммируемая на каждом компактном интервале функ-
ция α(·) ∈ L1

loc(R+) такая, что для каждого φ ∈ C

∥F (t, φ)∥ := max
y∈F (t,φ)

∥y∥ ≤ α(t)(1 + ∥φ∥)

п.в. t ∈ R+ .

О п р е д е л е н и е 1.7. Мультиотображение R :R+×C→K(Rn), назовем нормаль-
ным, если оно ограничено, то есть найдется такая константа M > 0 , что ∥R(t, φ)∥ ≤M

для всех (t, φ) ∈ R+ × C и существует мультиотображение F : R+ × C → Kv(Rn),

называемое нормальным квазисечением мультиотображения R, удовлетворяющее сле-
дующим условиям:

(i) мультиотображение F удовлетворяет верхним условиям Каратеодори и условию
подлинейного роста;

(ii) F (t, φ) ∩R(t, φ) ̸= ∅ для всех φ ∈ C ;

(iii) каждое решение x ∈ Dψ включения x′(t) ∈ F (t, xt) является решением включе-
ния x′(t) ∈ R(t, xt).

З а м е ч а н и е 1.3. (см., например, [7]). Очевидно, что всякое ограниченное муль-
тиотображение R : R+ × C → Kv(Rn), удовлетворяющее верхним условиям Кара-
теодори, является нормальным. Всякое ограниченное почти пн.сн. мультиотображение
R : R+ × C → K(Rn) и, в частности, ограниченное мультиотображение, удовлетворяю-
щее условиям Каратеодори является нормальным.

2. Основные результаты.

Будем рассматривать сначала задачу Коши для функционально-дифференциаль-
ного включения следующего вида:

x′(t) ∈ F (t, xt) п.в. t ∈ R+, (2.1)

x(t) = ψ(t) t ∈ [−h, 0], (2.2)

в предположении, что мультиотображение F : R+×C → Kv(Rn) удовлетворяет верхним
условиям Каратеодори и условию подлинейного роста.

Исследуется вопрос о существовании решений задачи (2.1), (2.2), удовлетворяющих
следующей оценке:

∥x(t)∥ ≤ k

g(t)
, t ∈ R+, k > 0,

где g : R+ → R+ – некоторая непрерывно дифференцируемая функция.
Для каждого начального условия ψ ∈ C под решением задачи (2.1), (2.2) понимается

функция x ∈ Dψ, удовлетворяющая включению (2.1) п.в. t ∈ R+.

Обозначим символом V совокупность всех непрерывно дифференцируемых функ-
ций V : Rn → R, удовлетворяющих условию коэрцитивности

lim
∥x∥→+∞

V (x) = −∞.



ИНТЕГРАЛЬНЫЕ НАПРАВЛЯЮЩИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 35

Пусть V ∈ V. Заметим, что для каждого r > 0 найдется k(r) > r такое, что если

αr := inf{V (x), ∥x∥ ≤ r},

то
V (x) < αr, ∥x∥ ≥ k(r). (2.3)

Пусть теперь g : R+ → R+ – непрерывно дифференцируемая функция такая, что

inf{g(t), t ∈ R} ≥ 1.

О п р е д е л е н и е 2.1. Функция V ∈ V называется интегральным направляю-
щим потенциалом для включения (2.1) вдоль функции g, если существует

rV > g(0)∥ψ(0)∥ (2.4)

такое, что для каждой функции x ∈ Dψ, удовлетворяющей условиям

(j) существует число τx1 > 0 такое, что

g(t)∥x(t)∥ ≤ rV для всех t ∈ [0, τx1 );

(jj) существует число τx∗ > τx1 такое, что

g(τx∗ )∥x(τx∗ )∥ = kV := k(rV );

(jjj) ∥x′(t)∥ ≤ ∥F (t, xt)∥ для п.в. t ∈ R+;

имеем ∫ τx∗

τx♯

⟨
∇V (g(s)x(s)), g′(s)x(s) + g(s)f(s)

⟩
ds ≥ 0 (2.5)

для каждого локально суммируемого сечения f(s) ∈ F (s, xs), где

τx♯ := sup{τ ∈ [τx1 , τ
x
∗ ), ∥g(τ)x(τ)∥ = rV }.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Если V ∈ V является интегральным направляющим потенциалом
для включения (2.1) вдоль функции g, то каждое решение задачи Коши (2.1), (2.2)
удовлетворяет следующей оценке:

∥x(t)∥ ≤ kV · 1

g(t)
, t ∈ R+. (2.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий (F1∞) − (F3∞) и основных свойств диффе-
ренциальных включений (см., например, [6, 7, 15-17]) следует, что все решения задачи
(2.1), (2.2) продолжимы с конечного промежутка на R+ и множество таких решений
непусто.
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Пусть x(·) – произвольное решение задачи (2.1), (2.2), определенное на R+ .
Из (2.4) следует, что найдется τx1 > 0 такое, что

g(t)∥x(t)∥ ≤ rV < kV , t ∈ [0, τx1 ). (2.7)

Если τx1 = +∞, то

∥x(t)∥ < kV · 1

g(t)
, t ∈ R+

и утверждение доказано.
Если t1 < +∞, то оценка (2.7) справедлива только на конечном промежутке. Пока-

жем, что
g(t)∥x(t)∥ ≤ kV , t ∈ R+. (2.8)

В предположении противного найдется τx2 > τx1 такое, что

g(τx2 )∥x(τx2 )∥ > kV . (2.9)

Из (2.7) и (2.9) следует существование τx1 < τx∗ < τx2 , при котором

g(τx∗ )∥x(τx∗ )∥ = kV . (2.10)

Пусть
τx♯ = sup{τ ∈ [τx1 , τ

x
∗ ), g(τ)∥x(τ)∥ = rV },

следовательно,
g(τx♯ )∥x(τx♯ )∥ = rV .

Отсюда, в силу (2.3), получаем следующую оценку

V (g(τx♯ )x(τ
x
♯ )) ≥ αrV . (2.11)

Из определения 2.1 имеем

V (g(τx∗ )x(τ
x
∗ ))− V (g(τx♯ )x(τ

x
♯ )) =

=

∫ τx∗

τx♯

⟨
∇V (g(s)x(s)), g′(s)x(s) + g(s)x′(s)

⟩
ds ≥ 0.

Откуда и из соотношений (2.3), (2.10) и (2.11) имеем

αrV > V (g(τx∗ )x(τ
x
∗ )) ≥ V (g(τx♯ )x(τ

x
♯ )) ≥ αrV .

Полученное противоречие и доказывает справедливость оценки (2.8).

Будем рассматривать теперь задачу Коши для функционально-дифференциального
включения следующего вида:

x′(t) ∈ R(t, xt) п.в. t ∈ R+, (2.12)

x(t) = ψ(t), t ∈ [−h, 0], (2.13)

в предположении, что мультиотображение R : R+×C → K(Rn) является нормальным.
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Теорема 2.2. Если V ∈ V является интегральным направляющим потенциалом
для включения (2.12) вдоль функции g, то найдется по крайней мере одно решение
задачи Коши (2.12), (2.13), удовлетворяющее оценке (2.6).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть мультиотображение F является квазисечением
мультиотображения R.

Рассмотрим решение x : R+ → Rn задачи Коши

x′(t) ∈ F (t, xt) п.в. t ∈ R+, (2.14)

x(t) = ψ(t), t ∈ [−h, 0]. (2.15)

В силу (iii) Определения 1.7 оно является и решением задачи Коши (2.12), (2.13).
Если для него τx1 = +∞, то оценка (2.8) выполнена.

Если же τx1 < +∞, то∫ τx∗

τx♯

⟨
∇V (g(s)x(s)), g′(s)x(s) + g(s)x′(s)

⟩
ds ≥ 0,

поскольку x′(s) ∈ R(s, xs) – локально суммируемое сечение.
Тогда, проводя те же рассуждения, что и при доказательстве Теоремы 2.1, получим

искомую оценку для данного решения x задачи Коши (2.12), (2.13).

Следствие 2.1. Пусть V ∈ V является интегральным направляющим потен-
циалом вдоль функции g для включения (2.12), правая часть R : R+ × C → K(Rn)

которого ограничена и почти пн. сн. Тогда найдется по крайней мере одно решение
задачи Коши (2.12), (2.13), удовлетворяющее оценке (2.6).

Следствие 2.2. Пусть V ∈ V является интегральным направляющим потенци-
алом вдоль функции g для включения (2.12), правая часть R : R+×C → K(Rn) кото-
рого ограничена и удовлетворяет условиям Каратеодори. Тогда найдется по крайней
мере одно решение задачи Коши (2.12), (2.13), удовлетворяющее оценке (2.6).
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INTEGRAL GUIDING POTENTIALS IN THE PROBLEM
OF ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS FOR FUNCTIONAL

DIFFERENTIAL INCLUSIONS

c⃝ S.V. Kornev, V. V. Obukhovskii

Voronezh State Pedagogical University
86 Lenina St., Voronezh 394043, Russian Federation
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Abstract. The new method to solving the problem of the asymptotic behavior of
trajectories for control systems governed by functional differential inclusions with
convex-valued and nonconvex-valued right-hand sides is introduced. As the main
tool of solving the problem the method of integral guiding potentials is applied. The
application of this method makes it possible to establish estimates for the norms of
trajectories for above systems.
Keywords: functional differential inclusion; asymptotic behavior of solutions; integral
guiding potential
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